空洞定位的几种解法

                  向为 王瑛 伍微  

国防科技大学  四院一队

摘要：本文提出了图解排除法，及基于线性方程组的空洞定位方法（主要方法）。对第二种方案，先网格化得到超定的线性方程组，后用最小二乘法解之。在试图减少波源和接收器时，我们确定了若干基本原则，为机器判定作了准备。     

1． 问题描述

一块２４０×２４０的平板（如图），在AB边等距地放置７个波源Pi（i=1…7）,CD边对等地安放７个接收器Qj（j=1…7）,记录由Pi发出的弹性波达到Qj的时间t
[image: image1.wmf]ij

（秒）；在AD边等距地放置７个波源Ri（i=1…7）,BC边对等地安放７个接收器Sj（j=1…7）,记录由Ri发出的弹性波达到Sj的时间τ
[image: image2.wmf]ij

（秒）（如图1）。已知弹性波在介质和空气中的传播速度分别为２８８０（米/秒）和３２０（米/秒），且弹性波沿板边缘的传播速度于在介质中的传播速度相同。

1） 确定该平板内空洞的位置。

2） 仅根据由Pi发出的弹性波达到Qj的时间t
[image: image3.wmf]ij

（i=1…7），能确定空洞的位置吗？讨论在同样能够确定空洞位置的前提下，减少波源和接收器的方法。
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图1

二．基本假设

1．假设所测时间数据真实无错误，但是有一定的误差。
2．假设平板可划分化为网格，空洞定位于每个网格单元内。
三．变量描述

WaveLine
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: 第
[image: image6.wmf]l

条波线，即以PiQj为第
[image: image7.wmf]l

=(i-1)*7+j条波线，以RiSj为第
[image: image8.wmf]l

=(i-1)*7+j+49

条波线；（
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=1…98）

Time
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:     测得的弹性波沿WaveLine
[image: image11.wmf]l

的传播时间；

Length
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:   WaveLine
[image: image13.wmf]l

的长度；

Hole
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:     沿WaveLine
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的空洞的长度；

MeshgridUnit
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: 第k个网格单元，具体表示如图2； (k=1…36)
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图2

X
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:  MeshgridUnit
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的空洞权值，X
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=0时，表示MeshgridUnit
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内无空洞，X
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=1时，表示MeshgridUnit
[image: image23.wmf]k

内有空洞；

WaveLineInUnit
[image: image24.wmf]lk

:  WaveLine
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被MeshgridUnit
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所截得的长度，即WaveLine
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在

MeshgridUnit
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内的那部分长度。

四．思路及解法

  数据初步处理：

由弹性波的物理传播方式可得：
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[image: image30.wmf]l

=1…98）

运行Ｃ程序GetHoleLength.cpp(见附录)可求得Hole
[image: image31.wmf]l

，矩阵Hole
[image: image32.wmf]l

见附录。

由于真实的Hole
[image: image33.wmf]l

≥0，分析数据得出误差限为9.0120米。

若算出空洞长度小于误差限的可认为没有空洞。 
方案一：图解排除法
　　若Hole
[image: image34.wmf]l

≤9.0120m, 则用直线连接与
[image: image35.wmf]l

对应的PiQj或RiSj，得图3如下：
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                                 图3

由基本假设2.知：直线通过的网格单元内不存在空洞，

                无直线通过的网格单元内（图3中阴影区）可能存在空洞。

由于R5S6通过一个阴影网格单元，故MeshgridUnit
[image: image37.wmf]8

内有空洞；

由于P5Q6通过一个阴影网格单元，故MeshgridUnit
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内有空洞；
由于P4Q5通过一个阴影网格单元，故MeshgridUnit
[image: image39.wmf]16

内有空洞；
由于P1Q4通过一个阴影网格单元，故MeshgridUnit
[image: image40.wmf]20

内有空洞；
由于P3Q7通过一个阴影网格单元，故MeshgridUnit
[image: image41.wmf]27

内有空洞；

由于P1Q7间空洞长度为160.8296米，且通过三个阴影网格单元，故MeshgridUnit
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, MeshgridUnit
[image: image43.wmf]26

内有空洞；
由于R4S5间空洞长度为86.5502米，且通过二个阴影网格单元，故MeshgridUnit
[image: image44.wmf]15

内有空洞。
根据已求出的Hole
[image: image45.wmf]l

可知，洞径均在40米左右，可认为以上8个方格内几乎充满空洞。

注：本方案C源程序见附录。

方案二：基于线性方程组的空洞定位法

  准备阶段：

1． 从经典的线性方程组定位方法（如CT图像重建等）出发，本题的波线似乎应该有一定的线宽。但是，考虑到实际的波线线宽远小于山体等自然物，同时，弹性波的传播速度不会因为线宽的改变而改变。所以，弹性波的波线线宽可忽略不计。（参考书目[1]）

2． 由于波线线宽忽略不计，实际中应该这样处理：左右网格单元邻边属于右侧网格单元，上下网格单元的邻边属于上侧网格单元。

3． 运行Ｃ程序LineInHole.c可求得WaveLineInUnit
[image: image46.wmf]lk

。

4． 前面已经求出了Hole
[image: image47.wmf]l

。

      算法实施：

记 
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就本题而言，m=98, n=36。

因为对WaveLine
[image: image51.wmf]l

空洞长度守恒，有：
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这是一个超定方程组，理论上可用最小二乘法解决，即求
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实际中，我们使用MATLAB软件的mldivide（\）和lsqnonneg两个函数分别求解，得：   （注：A的秩rank(A)=36； A的条件数cond(A)= 10.9753）
法一：使用左除(\)得到空洞权值X为（注：将X
[image: image55.wmf]k

填到相应的MeshgridUnit
[image: image56.wmf]k

中得下表）

	0.0848
	0.0215
	-0.2578
	-0.1792
	0.1209
	0.1570

	0.1007
	0.7820
	-0.0283
	0.0275
	-0.1745
	0.0904

	-0.1002
	-0.0603
	1.0634
	1.0929
	-0.0109
	-0.1762

	-0.2165
	0.8905
	0.9836
	0.1501
	0.8431
	-0.1393

	0.0790
	0.6634
	1.0162
	-0.0046
	-0.1787
	0.0516

	0.1611
	0.0724
	-0.3398
	-0.1798
	0.1580
	0.1367
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法二：使用非负最小二乘(lsqnonneg)得到空洞权值X为（注：将X
[image: image58.wmf]k

填到相应的MeshgridUnit
[image: image59.wmf]k

中得下表）
	0.0187
	0
	0
	0
	0
	0.0617

	0.0456
	0.8502
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0.9563
	1.0003
	0
	0

	0
	0.7796
	0.8869
	0.0649
	0.8244
	0

	0.0168
	0.8793
	0.8411
	0
	0
	0

	0.0572
	0
	0
	0
	0.0188
	0.0738


在A的秩为36，条件数不太大（即矩阵不是严重病态）的情况下，我们认为，在误差范围内，凡是接近0的X
[image: image60.wmf]k

即可认为0，接近1的X
[image: image61.wmf]k

即可认为1。

误差限为ε=9.0120/40=0.2253，即：若X
[image: image62.wmf]k

∈(1±ε)，则认为对应的网格单元几乎被空洞充满；若X
[image: image63.wmf]k

∈(0±ε)，则认为对应的网格单元几乎被介质充满；若X
[image: image64.wmf]k

不属于上述范围，则表明无法确定。
      对比两种方法的结果，法二优于法一。法二的结果表明，在MeshgridUnit
[image: image65.wmf]k

 (k=8,15,16,20,21,23,26,27)内有空洞。（如图4）
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                                 图4

下面考虑去掉一些波源和接收器的情况：

1． 仅根据由Pi发出的弹性波达到Qj的时间t
[image: image67.wmf]ij

（i=1…7），不能确定空洞的位置。理由如下：

1) 可能无法确定空洞的纵坐标。特例如下：

只有若干平行于AB边的狭窄长条行空洞。若空洞非常窄，则每条波线 

(WaveLine)通过空洞的长度都相等。显然仅由tij无法确定空洞的纵坐标。

2）我们知道在（＊）式中，A是无误差的，而b是有误差的。如果A严重病态，

由此求出的X显然是不可靠的。在仅根据由Pi发出的弹性波达到Qj的时间t
[image: image68.wmf]ij

 

（i=1…7）的情况下，m=49, n=36, 求得A的条件数为4.3400×1016, 已严重病

态，故无法确定空洞的位置，或即使能确定，也是不可靠的。
        就本题而言，我们用MATLAB软件得到空洞权值X如下：

	0.1777
	0.0939
	0
	0
	0.1034
	0.1318

	0
	0.7181
	0
	0.0002
	0
	0

	0
	0.0207
	0.9872
	1.0473
	0
	0

	0
	0.7448
	0.9206
	0
	0.7133
	0

	0
	0.7636
	0.6478
	0
	0.0321
	0

	0.0151
	0.0787
	0
	0
	0
	0.0001


其中，X
[image: image69.wmf]27

=0.6478超出了误差范围，不可确定。

虽然基本上也得到了近似的结果，但是，我们认为这是由于本题数据的特殊性造成的巧合，不具备一般性。

2． 讨论在同样能够确定空洞位置的前提下，减少波源和接收器的方法。

显然，网格越稀疏，能减少的波源和接收器就越多，同时，这是以减小精度为代价的；并且，对称等距地减少波源和接收器远不如不等距减少的方法好；即使是去掉相同个数的波源和接收器，也会因为去掉的波源和接收器不同而有不同效果；另外，如果去掉的波源和接收器太多，（＊）式为欠定方程组，无确定解。

针对本题，我们认为能够确定空洞位置的前提为：矩阵A不是严重病态。

减少波源和接收器的基本原则为：a>经验推测原则；       





                            b>非对称不等距原则；

      



 

c>非严重病态原则；

d>超定方程组原则。
减少波源和接收器的基本方法为：按基本原则遍历。

举例如下：
示例一：去掉P3 P6 Q2 Q4 R3 R5 S2 S4（非对称不等距），所得A的条件数为174.4463，并非严重病态，得到空洞权值X如下：
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	1.0251
	0.0791
	0
	0
	0

	0
	0
	1.0008
	1.0335
	0
	0.0825

	0.0620
	1.0260
	0.9281
	0.0286
	0.7810
	0.0482

	0
	0.9650
	0.9509
	0
	0
	0

	0
	0.0558
	0
	0
	0
	0


这是一个相当不错的结果。

 示例二：去掉P3 P5 Q3 Q5 R3 R5 S3 S5（对称等距），所得A的条件数为1.7991×1016，严重病态，得到空洞权值X如下： 
	0.0227
	0
	0.0111
	0
	0
	0

	0
	0.4103
	0.3685
	0
	0.2551
	0


	0
	0
	1.1668
	0.4936
	0
	0

	0.0067
	0.6575
	1.8016
	0.1154
	1.1735
	0.1238

	0
	0.1280
	0.9508
	0
	0
	0

	0.0509
	0
	0
	0
	0
	0


这是一个非常糟糕的结果。与真实结果相比，X显然已完全失真。

两相对比，前述的基本原则的正确性与重要性得到了验证，同时这些基本原则又有力地保证了第一问结论的正确性，因为在那里A的条件数相当小。
注：本方案C源程序（LineInHole.c）见附录。
五．评价及推广
评价：

方案一思路简单清晰，逻辑性强，以图形方式表示，一目了然；但是，此方案仅适合于粗略定位，当网格细化时，工作量将非常大，不利于推广。

方案二基于线性方程组定位，模型合理，理论性强，精度提高或工程庞大时，该方案仍能胜任，适于推广与实际应用。

推广：

   实际工程中，在处理类似空洞定位的问题时，无论是要提高精度，还是要减少波源和接收器，方案二都将是十分出色的。

此方案的思想可广泛应用于医学、地质学及土木工程等领域。
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